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Õàéíö Øóìàí

Îòêðûòèå íîâîãî â ýêñïåðèìåíòå ïðåäøåñòâó-
åò åãî îáîñíîâàíèþ!

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è íà ýêñòðåìóì,
ñâîäÿùèåñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì çàäà÷àì äëÿ
ôóíêöèé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé, ñîñòàâ-
ëÿþò ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü òðàäèöèîííîãî
øêîëüíîãî êóðñà äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñ-
ëåíèÿ.

Ñèñòåìà äèíàìè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðå-
äîñòàâëÿåò èíñòðóìåíòû äëÿ èçó÷åíèÿ ôóí-
êöèîíàëüíûõ ñâîéñòâ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôè-
ãóð: ìû ìîæåì èçìåðÿòü äëèíû, ïëîùàäè,
îáúåìû, óãëû â ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòàõ, è
èçó÷àòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè. Äåôîð-
ìèðóÿ ãåîìåòðè÷åñêóþ ôèãóðó ìû ìîæåì
èçó÷àòü, êàê ïðè ýòîì ìåíÿþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ [7].

Ñðåäè ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ íà ýêñòðå-
ìóì îòíîñèòåëüíî ìàëî ïðîñòðàíñòâåííûõ
çàäà÷. Ýòî, âèäèìî, îáúÿñíÿåòñÿ áîëüøèìè
òðåáîâàíèÿìè ê ïðîñòðàíñòâåííîìó âîîá-
ðàæåíèþ, áîëüøåé ñëîæíîñòüþ ñàìèõ ôè-
ãóð è íåîáõîäèìûõ âû÷èñëåíèé. Ñ ýòèìè
òðóäíîñòÿìè ñòàëêèâàþòñÿ íå òîëüêî ó÷å-
íèêè, íî è ñàìè ñîñòàâèòåëè çàäà÷.

Ïðè äèíàìè÷åñêîì èññëåäîâàíèè âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ çàäà÷ ñòåðåîìåòðèè è, â ÷àñòíî-
ñòè, çàäà÷ íà ýêñòðåìóì, ñ óñïåõîì èñïîëü-
çóåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîå êîíñòðóèðîâàíèå,
âèçóàëèçàöèÿ è îïòèìèçàöèÿ ôèãóð â âèð-
òóàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ

çàäà÷ ïðåäíàçíà÷åíà ñèñòåìà äèíàìè÷åñêîé
ãåîìåòðèè Cabri 3D, âåðñèÿ 2.0, (Bainville è
Laborde 2006). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàáîòà äëÿ
çàäà÷ ïëàíèìåòðèè áûëà ïðîâåäåíà Øóìàí-
íîì (1998/2000).

Ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî ïðåäëàãàåòñÿ
ìåòîä èçó÷åíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâ ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ ôèãóð, êîòîðûé ïðè íåîáõî-
äèìîñòè ïîçâîëÿåò íàõîäèòü òî÷êè ýêñòðå-
ìóìà ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ:

1. Ïîñòðîåíèå â âèðòóàëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ çàäàííûì óñëîâèÿì.

2. Âèçóàëèçàöèÿ ôèãóð (ðàññìîòðåíèå â
ðàçíûõ ðàêóðñàõ).

3. Íàáëþäåíèå íàä òåì, êàê ìåíÿåòñÿ
îäíà èç õàðàêòåðèñòèê ôèãóðû ïðè íåïðå-
ðûâíîì èçìåíåíèè äðóãîé õàðàêòåðèñòèêè.

4. Îòûñêàíèå ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâ.
5. Îòûñêàíèå òî÷åê ýêñòðåìóìà ïóòåì

ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ê íèì.
6. Ïðîâåðêà èíâàðèàíòíîñòè ýêñòðåìàëü-

íûõ ñâîéñòâ.
7. Îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ

â ôîðìå çàäà÷ è òåîðåì íà ýêñòðåìóì â îá-
ëàñòè ñòåðåîìåòðèè.

Ýòîò ìåòîä ïðåäøåñòâóåò òî÷íîìó ðå-
øåíèþ çàäà÷è èëè äîêàçàòåëüñòâó ñîîòâåò-
ñòâóþùåé òåîðåìû ýëåìåíòàðíûìè ìåòîäà-
ìè èëè ìåòîäàìè äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ-
÷èñëåíèÿ.
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Ýòîò ìåòîä íå ôîðìàëèçóåì, òàê êàê îí
íå òðåáóåò óêàçàíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, íà-
ïðîòèâ, ñàìà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü
îáúåêòîì ïîèñêà.

Ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â
ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷àõ íà ýêñòðåìóì
ïîçâîëÿåò:

� ñîñòàâëÿòü çàäà÷è ýâðèñòè÷åñêèìè
ìåòîäàìè (èíäóêöèÿ è àíàëîãèÿ, îáîáùå-
íèå è ñïåöèàëèçàöèÿ, ÷àñòè÷íûé îòêàç îò
îãðàíè÷åíèé, àáñòðàãèðîâàíèå è êîíêðåòè-
çàöèÿ) è äîêàçûâàòü îòñóòñòâèå îïòèìàëü-
íîé ôèãóðû ñ ïîìîùüþ êîíòðïðèìåðà;

� îòêðûâàòü ñ ïîìîùüþ ýâðèñòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ çàêîíîìåðíîñòè, êîòîðûì ïîä÷è-
íÿþòñÿ ëèíåéíûå ðàçìåðû è îáúåìû îïòè-
ìàëüíûõ ôèãóð;

� âûõîäèòü çà ðàìêè íåïîñðåäñòâåííûõ
ðàñ÷åòîâ (òî åñòü ðåøåíèå âîçìîæíî è òîã-
äà, êîãäà ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñëèøêîì ñëîæ-
íî èëè âîîáùå íåâîçìîæíî);

� ñâÿçûâàòü ñèíòåòè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ
ñ àðèôìåòèêîé è àëãåáðîé;

� óãëóáèòü è ðàñøèðèòü çíàíèå ñòåðåî-
ìåòðèè;

� ýêñïåðèìåíòèðîâàòü â âèðòóàëüíîì
ïðîñòðàíñòâå;

� òðåíèðîâàòü ïðîñòðàíñòâåííîå âîîá-
ðàæåíèå è äèíàìè÷íîå è ôóíêöèîíàëüíîå
ìûøëåíèå.

Îïèñàííûé âûøå ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â
ñîåäèíåíèè ìåòîäè÷åñêîé èäåè «Îòêðûòèå
â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ» [10] ñ èíòåðàêòèâíû-
ìè êîìïüþòåðíûìè èíñòðóìåíòàìè. Ýòîò
ïîäõîä îòêðûâàåò, ïîìèìî îáû÷íîãî ïðå-
ïîäàâàíèÿ, îáøèðíîå ïîëå äåÿòåëüíîñòè â
îáëàñòè ïðîåêòèðîâàíèÿ, îðãàíèçàöèè êîë-
ëåêòèâíîé ðàáîòû è ñïîñîáñòâóåò ïðèâëå-
÷åíèþ ê ðàáîòå îäàðåííûõ ó÷àùèõñÿ.

2. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÇÀÄÀ×
ÍÀ ÝÊÑÒÐÅÌÓÌ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÑÈÑÒÅÌÛ

ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ

Îïèñàííûé âûøå ìåòîä èëëþñòðèðóåò-
ñÿ äàëåå íà íåñêîëüêèõ ïðèìåðàõ.

Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ: Ïîíèìà-
íèå äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îáúåêòà íà
ýêðàíå êîìïüþòåðà îáåñïå÷èâàåòñÿ âîçìîæ-
íîñòÿìè êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè. Î÷åâèäíî,

ïå÷àòàþùèå óñòðîéñòâà íå ïðèñïîñîáëåíû
äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà. Ïî-
ýòîìó íà ïðèâîäèìûõ äàëåå èëëþñòðàöèÿõ
ïîêàçàíû ëèøü îïòèìàëüíûå ôèãóðû.

Çíà÷îê «ðóêà» íà ðèñóíêàõ óêàçûâàåò
íà òî÷êó íà ôèãóðå, ïåðåìåùåíèå êîòîðîé
ïðèâîäèò ê äåôîðìàöèè ôèãóðû. Ýòà òî÷êà
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âàðüèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ
ôèãóðû.

Ïîëó÷àåìûå â ïðîöåññå ðàáîòû çíà÷åíèÿ
ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê ôèãóðû îêðóãëÿ-
þòñÿ. Íàïðèìåð, ÷èñëà 1,67; 1,41 è 1,73 íàäî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê 5/3; 2  è 3 . Äëÿ
îïòèìèçèðóåìûõ âåëè÷èí äîñòàòî÷íî òðåõ
çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé ïðè ðàçðåøàþùåé ñïî-
ñîáíîñòè ýêðàíà 1024×768 ïèêñåëåé.

Ïðèìåð 1. Ñðåäè ïðèçì, âïèñàííûõ â
ñôåðó è èìåþùèõ â îñíîâàíèè ïðàâèëü-
íûé ìíîãîóãîëüíèê, íàéòè ïðèçìó íàè-
áîëüøåãî îáúåìà

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ (ðèñ. 1.1�1.4):
Âñå ïðèçìû íàèáîëüøåãî îáúåìà ñ ïðàâèëü-
íûì n-óãîëüíèêîì â îñíîâàíèè èìåþò îäè-
íàêîâóþ âûñîòó. Ïðè n = 4 òàêàÿ ïðèçìà
ÿâëÿåòñÿ êóáîì. Îòíîøåíèå äèàìåòðà ñôå-
ðû ê âûñîòå ïðèçìû ðàâíî 3  : 1. Ñ óâåëè-
÷åíèåì n ðàñòåò è îïòèìàëüíûé îáúåì ïðè-
çìû, îí ñòðåìèòñÿ ê íàèáîëüøåìó îáúåìó
âïèñàííîãî öèëèíäðà (ðèñ. 1.5).

Çàäà÷à: Èìåþòñÿ ëè àíàëîãè÷íûå ðåçóëü-
òàòû äëÿ îïòèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè ïðèçìû?

Ïðèìåð 2. Ïðàâèëüíàÿ ïèðàìèäà íàè-
áîëüøåãî îáúåìà, âïèñàííàÿ â ñôåðó

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ (ðèñ. 2.1�2.4).
Âñå ïðàâèëüíûå âïèñàííûå ïèðàìèäû íàè-
áîëüøåãî îáúåìà èìåþò îäèíàêîâóþ âûñî-
òó. Ïðè n = 3 òàêàÿ ïèðàìèäà ÿâëÿåòñÿ òåò-
ðàýäðîì. Îòíîøåíèå äèàìåòðà ñôåðû ê
âûñîòå ïèðàìèäû ðàâíî 3 : 2. Íàèáîëüøèé
îáúåì ðàñòåò âìåñòå ñ n è ñòðåìèòñÿ ê íàè-
áîëüøåìó îáúåìó êîíóñà ñðåäè âñåõ âïè-
ñàííûõ êîíóñîâ (ðèñ. 2.5).

Çàäà÷à. Èìåþòñÿ ëè àíàëîãè÷íûå ðåçóëü-
òàòû äëÿ îïòèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè ïèðà-
ìèäû?

Ïðèâåäåííûå âûøå èññëåäîâàíèÿ ìîæíî
îáîáùèòü äëÿ ïðèçì è ïèðàìèä, âïèñàííûõ â
ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ: ýëëèïñîèäû, ïàðàáî-
ëîèäû è îäíîïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû.
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Ðèñ. 1.1�1.4. Ïðèçìû íàèáîëüøåãî îáúåìà,
âïèñàííûå â ñôåðó

Ðèñ. 1.5. Âïèñàííûé öèëèíäð
íàèáîëüøåãî îáúåìà êàê

ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ïðèçìû

Ðèñ. 2.1�2.4. Ïèðàìèäû íàèáîëüøåãî îáúåìà,
âïèñàííûå â ñôåðó

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó îï-
òèìèçàöèè, äâîéñòâåííóþ ïî îòíî-
øåíèþ ê ðàññìîòðåííîé çàäà÷å.

Ïðèìåð 3. Ïðàâèëüíàÿ n-ãðàí-
íàÿ ïèðàìèäà íàèìåíüøåãî îáúå-
ìà, îïèñàííàÿ âîêðóã ñôåðû

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ (ðèñ.
3.1�3.4). Âûñîòà ïèðàìèäû íàè-
ìåíüøåãî îáúåìà, îïèñàííîé âîê-
ðóã ñôåðû, â äâà ðàçà áîëüøå äè-
àìåòðà ñôåðû. Ïðè n = 3 îïòè-
ìàëüíàÿ ïèðàìèäà ÿâëÿåòñÿ òåòðà-
ýäðîì. Ñ óâåëè÷åíèåì n îáúåì
óìåíüøàåòñÿ è ñòðåìèòñÿ ê ìèíè-
ìàëüíîìó îáúåìó îïèñàííîãî êî-
íóñà (ðèñ. 3.5).

Ïðèìåð 4. Ïðàâèëüíàÿ n-
ãðàííàÿ ïèðàìèäà c íàèìåíüøåé
ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè, îïèñàí-
íàÿ âîêðóã ñôåðû

Ðèñ. 2.5 Âïèñàííûé êîíóñ
íàèáîëüøåãî îáúåìà êàê

ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ïèðàìèäû
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Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ (ðèñ.
4.1�4.4). Âûñîòà òàêîé ïèðàìèäû, êàê
è ó ïèðàìèäû íàèìåíüøåãî îáúåìà,
â äâà ðàçà áîëüøå äèàìåòðà ñôåðû.
Ïðè n = 3 ïîëó÷àåì ïðàâèëüíûé òåò-
ðàýäð. Ïðè óâåëè÷åíèè n ìèíèìàëü-
íàÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû
óìåíüøàåòñÿ è ñòðåìèòñÿ ê ìèíèìàëü-
íîé ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè îïèñàííî-
ãî êîíóñà.

Äàëåå ñëåäóþò ïðîñòûå êëàññè-
÷åñêèå «èçîïåðèìåòðè÷åñêèå çàäà÷è»,
äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìû
ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïðèìåð 5. Ïðèçìà íàèáîëüøå-
ãî îáúåìà ïðè çàäàííîé ïëîùàäè
ïîâåðõíîñòè

Ïðè çàäàííîé ïëîùàäè ïîâåðõ-
íîñòè Î è âû÷èñëåííîé ïëîùàäè
îñíîâàíèÿ G âû÷èñëÿåì âûñîòó ïðè-
çìû

h = (O � 2 ⋅ G)/(n ⋅ a);
à ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåçàâèñèìàÿ
ïåðåìåííàÿ. Äëÿ n = 3, 4, 5, 6 âûðà-
æàåì G ÷åðåç a è çàòåì, âàðüèðóÿ à,
íàõîäèì íàèáîëüøèé îáúåì ïðèçìû.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ (ðèñ.
5.1�5.4). Äëÿ n = 3 âûñîòà ðàâíà ðà-
äèóñó îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî
îñíîâàíèÿ; ïðè n = 4 îïòèìàëüíàÿ ïðè-
çìà � ýòî êóá; ïðè n = 6 âûñîòà îïòè-
ìàëüíîé ïðèçìû ðàâíà 3a .

Ðèñ. 3.1�3.4. Ïèðàìèäû íàèìåíüøåãî îáúåìà,
îïèñàííûå âîêðóã ñôåðû

Ðèñ. 3.5. Îïèñàííûé êîíóñ
íàèìåíüøåãî îáúåìà

êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ïèðàìèäû

Ðèñ. 4.1�4.4. Ïèðàìèäû ñ ìèíèìàëüíîé ïëîùàäüþ
ïîâåðõíîñòè, îïèñàííûå  âîêðóã ñôåðû
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Ðèñ. 5.1�5.4. Ïðèçìû íàèáîëüøåãî îáúåìà
ñ çàäàííîé ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòüþ

Ðèñ.  5.5. Öèëèíäð
íàèáîëüøåãî îáúåìà ñ çàäàííîé

ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè êàê
ïðåäåëüíûé ñëó÷àé

Îïòèìàëüíûé îáúåì ðàñòåò
âìåñòå ñ n è ñòðåìèòñÿ ê îï-
òèìàëüíîìó îáúåìó öèëèíäðà
ñ òàêîé æå ïëîùàäüþ ïîâåðõ-
íîñòè (ðèñ. 5.5), âûñîòà öèëèí-
äðà ðàâíà äèàìåòðó îñíîâàíèÿ.

Äàëåå ðàññìîòðåíà çàäà÷à,
äâîéñòâåííàÿ ê ïðåäûäóùåé.

Ïðèìåð 6. Ìèíèìèçàöèÿ
ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ïðè çà-
äàííîì îáúåìå

Çäåñü âûñîòà ïðèçìû h = V/G,
ãäå V � çàäàííûé îáúåì, à G �
ïëîùàäü îñíîâàíèÿ, âûðàæåí-
íàÿ ÷åðåç ñòîðîíó à îñíîâàíèÿ.
Âàðüèðóÿ à, íàõîäèì îïòèìàëü-
íûå ïðèçìû ïðè n = 3, 4, 5, 6.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ
(ðèñ. 6.1�6.4). Äëÿ n = 3 âûñî-
òà ðàâíà ðàäèóñó îêðóæíîñòè,
îïèñàííîé îêîëî îñíîâàíèÿ;
ïðè n = 4 îïòèìàëüíàÿ ïðèç-
ìà � ýòî êóá; ïðè n = 6 âûñîòà
îïòèìàëüíîé ïðèçìû ðàâíà

3a .
Îïòèìàëüíàÿ ïëîùàäü ïî-

âåðõíîñòè óìåíüøàåòñÿ ñ óâå-
ëè÷åíèåì n è ñòðåìèòñÿ ê îï-
òèìàëüíîé ïëîùàäè ïîâåðõíî-
ñòè öèëèíäðà òîãî æå îáúåìà
(ðèñ. 6.5), ó êîòîðîãî âûñîòà
ðàâíà äèàìåòðó îñíîâàíèÿ.

Ðèñ.  6.1�6.4. Ïðèçìû ñ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ
ïðè çàäàííîì îáúåìå
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Ïðèìåð 7. «Èçîïåðèìåòðè÷åñ-
êàÿ çàäà÷à» äëÿ âûïóêëûõ òåë

Òðåáóåòñÿ íàéòè òåëî, êîòîðîå ïðè çà-
äàííîé ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè (îáúåìå) èìååò
íàèáîëüøèé îáúåì (íàèìåíüøóþ ïëîùàäü
ïîâåðõíîñòè). Êàê èçâåñòíî, ñðåäè âñåõ êðè-
âûõ íà ïëîñêîñòè, èìåþùèõ îäèíàêîâóþ
äëèíó, (îãðàíè÷èâàþùèõ îäèíàêîâóþ ïëî-
ùàäü), îêðóæíîñòü îãðàíè÷èâàåò íàèáîëü-
øóþ ïëîùàäü (èìååò íàèìåíüøóþ äëèíó).
Ïðîñòðàíñòâåííûé àíàëîã ýòîé òåîðåìû òà-
êîâ: ñðåäè âñåõ òåë, èìåþùèõ îäèíàêîâóþ
ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, (èìåþùèõ îäèíàêî-
âûé îáúåì), øàð èìååò íàèáîëüøèé îáúåì
(íàèìåíüøóþ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè).
Ðåøåíèå îáùåé èçîïåðèìåòðè÷åñêîé
çàäà÷è íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñðåä-
ñòâàìè äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëå-
íèÿ.

×òîáû ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò èíäóê-
òèâíûì ìåòîäîì èëè ðàññìîòðåòü ÷à-
ñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è, âûáåðåì äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ òåëî (ðèñ. 7.1, òàáëèöà
òåë), èçìåðèì ñíà÷àëà ïëîùàäü ïî-
âåðõíîñòè è îáúåì, çàòåì äåôîðìè-
ðóåì òåëî ïðè ïðèìåðíî ïîñòîÿííîé
ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè, âû÷èñëÿÿ ïðè
ýòîì îáúåì.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ. Îáúåì
ðàñòåò â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè: ïðàâèëüíûé òåòðàýäð, òðåó-
ãîëüíàÿ ïðèçìà ñ îäèíàêîâûìè ðåá-
ðàìè, êóá, ïðàâèëüíûé îêòàýäð, ìíî-

ãîãðàííèê ñ 20 òðåóãîëüíûìè ãðàíÿìè, êðó-
ãîâîé öèëèíäð ñ êâàäðàòíûì îñåâûì ñå÷å-
íèåì, óñå÷åííûé îêòàýäð, ïðàâèëüíûé äî-
äåêàýäð, ïðàâèëüíûé èêîñàýäð, ãåîäåçè÷åñ-
êèé øàð (80-ãðàííèê, ïîñòðîåííûé èç ïðà-
âèëüíîãî èêîñàýäðà), øàð. Äëÿ òåë ñ îäèíà-
êîâîé ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè, äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóþò âïèñàííàÿ è îïèñàííàÿ ñôåðû
âåðíî ñëåäóþùåå: ÷åì áîëüøå ãðàíåé, òî
åñòü ÷åì áîëåå «ñôåðè÷íî» òåëî, òåì áîëü-
øå åãî îáúåì.

Òàêàÿ æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëó÷àåò-
ñÿ, åñëè äëÿ êàæäîãî òåëà ïîäñ÷èòàòü òàê
íàçûâàåìîå èçîïåðèìåòðè÷åñêîå îòíîøåíèå

Ðèñ. 7.1. Òåëà ñ îäèíàêîâîé ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè

Ðèñ. 7.2. Òåëà îäèíàêîâîãî îáúåìà

Ðèñ. 6.5. Öèëèíäð
ñ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ

êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé
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π(6V)2/O3, ïîëó÷àåìîå èç èçîïåðèìåòðè÷åñ-
êîãî íåðàâåíñòâà: O3 ≥ π(6V)2 («=» ðàâåí-
ñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ øàðà).

Èññëåäîâàíèå òåë îäèíàêîâîãî îáúåìà
äàåò òó æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåë ñ óáûâà-
þùåé ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 7.2).

Ðèñ. 8.1�8.4. Ïðèçìû íàèáîëüøåãî îáúåìà
ïðè çàäàííîé ñóììå ðåáåð

 Äðóãîé àíàëîã ïëîñêîé ïà-
ðàìåòðè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ ïðà-
âèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà: ñðåäè
âñåõ ïðàâèëüíûõ ïðèçì ñ çàäàí-
íîé ñóììîé ðåáåð, íàéòè ïðèçìó
íàèáîëüøåãî îáúåìà èëè ñ íàè-
ìåíüøåé ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñ-
òè. (Âàæíûå àíàëîãè÷íûå çàäà-
÷è âîçíèêàþò ïðè âûáîðå äðó-
ãèõ êëàññîâ ìíîãîãðàííèêîâ).

Ïðèìåð 8. Ìàêñèìèçàöèÿ
îáúåìà ïðàâèëüíîé ïðèçìû
ïðè çàäàííîé ñóììå ðåáåð

Äëÿ çàäàííîé ñóììû ðåáåð K
âû÷èñëÿåì âûñîòó

h = (K � 2⋅n⋅a)/n;
ïðè ýòîì à ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ. Ñòðîèì
n-ãðàííûå ïðèçìû ïðè n = 3, 4,
5, 6. Ïåðåìåùàÿ òî÷êó A, âàðüè-
ðóåì ïàðàìåòð à.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ (ðèñ. 8.1�8.4).
N-ãðàííàÿ ïðèçìà íàèáîëüøåãî îáúåìà èìå-
åò îäèíàêîâûå ðåáðà, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ Àð-
õèìåäîâîé ïðèçìîé.

Îïòèìàëüíûé îáúåì óìåíüøàåòñÿ ñ óâå-
ëè÷åíèåì n. ×åìó ðàâåí ïðåäåë ýòèõ îáúå-
ìîâ?

Ïðèìåð 9. Ìèíèìèçàöèÿ ñóììû ðå-
áåð ïðè çàäàííîì îáúåìå ïðàâèëüíîé
ïðèçìû

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ (ðèñ. 9.1�
9.4). Ìèíèìóì ñóììû ðåáåð ïðè çàäàí-
íîì îáúåìå äîñòèãàåòñÿ äëÿ ïðèçìû ñ îäè-
íàêîâûìè ðåáðàìè.

Îïòèìàëüíàÿ ñóììà ðåáåð âîçðàñòàåò ñ
n. Êàêîâ ïðåäåë ýòèõ ñóìì?

Çàäàíèå. Äîáàâüòå àíàëîãè÷íûå äóàëü-
íûå çàäà÷è äëÿ ñóììû ðåáåð è ïëîùàäè
ïîâåðõíîñòè.

Äëÿ ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû èìååò ìíî-
æåñòâî äðóãèõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ (ïðè-
ìåð 10, ïðèìåð 11).

Ïðèìåð 10. Îïòèìèçàöèÿ îáúåìà
ïðè çàäàííîé äëèíå áîêîâûõ ðåáåð

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ. Îòíîøå-
íèå âûñîòû ïèðàìèäû ê çàäàííîé äëèíå
áîêîâîãî ðåáðà èìååò îäíî è òî æå çíà÷å-

Ðèñ. 9.1�9.4. Ïðèçìû ñ ìèíèìàëüíîé ñóììîé
ðåáåð ïðè çàäàííîì îáúåìå
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íèå äëÿ ïèðàìèä ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà, òî
åñòü óãîë ìåæäó ðåáðîì è îñíîâàíèåì îïòè-
ìàëüíîé ïèðàìèäû îäèí è òîò æå. Òàêîé æå
óãîë ìåæäó îáðàçóþùåé êîíóñà è åãî îñíîâà-
íèåì � ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ïèðàìèäû.

Ïðèìåð 11. Îïòèìèçàöèÿ îáúåìà ïðè
çàäàííîé ïëîùàäè áîêîâîé ïîâåðõíîñòè

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè çàäàí-
íîé ïëîùàäè áîêîâîé ãðàíè èëè áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè áîêîâàÿ ãðàíü èìååò îäèí è òîò
æå óãîë äëÿ ïèðàìèä ìèíèìàëüíîãî îáúåìà.

Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ èññëåäîâàíèÿ ïðàâèëü-
íîé ïèðàìèäû, ïðè çàäàííûõ
ñóììàõ äëèí ëþáûõ ïàð: a
(ñòîðîíà îñíîâàíèÿ), b (áîêî-
âîå ðåáðî) è h (âûñîòà).

Ïðèìåð 12. Ìàêñèìèçà-
öèÿ îáúåìà è ïëîùàäè ïîâåð-
õíîñòè ïèðàìèäû ïðè çàäàí-
íîé ñóììå áîêîâîãî ðåáðà è
ñòîðîíû îñíîâàíèÿ

Íà ðèñ. 12.1 ïîêàçàíà ïè-
ðàìèäà ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà
ïðè n = 4. Ïðè âàðüèðîâàíèè
çíà÷åíèÿ ñóììû ñîõðàíÿåòñÿ
îòíîøåíèå ïàðàìåòðîâ (ðèñ.
12.2). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïòè-
ìàëüíàÿ ïèðàìèäà ïðè n = 3 �
ïðàâèëüíûé òåòðàýäð.

Ïðè n = 4 äëÿ ïèðàìèäû ñ
ìàêñèìàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ
îòíîøåíèå b ê h ðàâíî 2 : 1,
òî åñòü áîêîâîå ðåáðî îáðàçó-
åò ñ îñíîâàíèåì óãîë 30° (ðèñ.

12.3). Ïðè n = 3 ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïèðàìè-
äà � òåòðàýäð. Ïðè n ≥ 5 ìàêñèìàëüíóþ ïî-
âåðõíîñòü èìååò òîëüêî âûðîæäåííàÿ ïè-
ðàìèäà (h = 0).

Ïðèìåð 13. Îïòèìèçàöèÿ îáúåìà n-
ãðàííîé ïèðàìèäû ïðè çàäàííîé ñóììå
ñòîðîíû îñíîâàíèÿ è âûñîòû ïèðàìèäû

Ìàêñèìàëüíûé îáúåì äîñòèãàåòñÿ ïðè
a/h = 2, òî åñòü, êîãäà óãîë ìåæäó ãðàíüþ è
îñíîâàíèåì ðàâåí 180î/n (ðèñ. 13.1�13.4).

Çàäàíèå: Ê ÷åìó ñòðåìèòñÿ ìàêñèìàëü-
íûé îáúåì ïðè +∞→n ? Êàê ñåáÿ âåäåò
ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû?

Ðèñ. 12.1�12.2. Ïèðàìèäà ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà
ïðè çàäàííîé ñóììå áîêîâîãî ðåáðà è ñòîðîíû îñíîâàíèÿ

Ðèñ. 12.3. Ïèðàìèäà
ñ ìàêñèìàëüíîé ïëîùàäüþ
ïîâåðõíîñòè ïðè çàäàííîé
ñóììå áîêîâîãî ðåáðà è

ñòîðîíû îñíîâàíèÿ

Ðèñ. 13.1�13.4. Ïèðàìèäû ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà
ïðè çàäàííîé ñóììå ñòîðîíû îñíîâàíèÿ è âûñîòû ïèðàìèäû



58

Õàéíö Øóìàí

© ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ Â ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ. ¹ 4, 2007 ã.

Ïðèìåð 14. Îïòèìèçàöèÿ îáúåìà n-
ãðàííîé ïèðàìèäû ïðè çàäàííîé ñóììå áî-
êîâîãî ðåáðà è âûñîòû ïèðàìèäû.

Ìàêñèìàëüíûé îáúåì äîñòèãàåòñÿ ïðè
b/h = 3, òî åñòü êîãäà ñèíóñ óãëà íàêëîíà
ðåáðà ðàâåí 1/3. Ïðè n = 4 ñóììà áîêîâîãî
ðåáðà è âûñîòû ðàâíà ñòîðîíå îñíîâàíèÿ è
áîêîâàÿ ãðàíü îáðàçóåò ñ îñíîâàíèåì óãîë
45î (ðèñ. 14.1�14.4).

Ðèñ. 14.1�14.4. Ïèðàìèäû ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà
ïðè çàäàííîé ñóììå áîêîâîãî ðåáðà è âûñîòû ïèðàìèäû
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Çàäàíèå: Ê ÷åìó ñòðåìèòñÿ ìàêñèìàëü-
íûé îáúåì ïðè +∞→n ? Êàê ñåáÿ âåäåò
ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû?
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